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Riassunto. Lo scopo di questo seminario è quello di presentare alcuni problemi sulla geometria 
dei gruppi di Heisenberg H” e di descrivere le ricerche in corso in collaborazione con Raul 
Serapioni e Francesco. Serra Cassano. 


Abstract. In this seminar we describe some problems concerning the geometry of Heisenberg 
groups KH” and related researches in collaboration with Raul Serapioni and Francesco. Serra 


Cassano. 
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Denotiamo con H” il gruppo di Heisenberg C” x R & R?"+!, dove i punti sono indicati con 
P=[at]=[r+iyi]=(p,..., P2n+1) e la legge di moltiplicazione è definita nel modo seguente: 
se Q = [6,7] è un altro punto di H", allora P- Q=(+0t+7T+29Sm(2-. È)], e, se A € R, 
possiamo definire una famiglia di dilatazioni non-isotrope ponendo A o [z, t] = [Az, At]. Inoltre 
poniamo ||Pllxo := max{|z], |t]!/2} e d(P,Q) := |IP-! - Qlloo; sottolineiamo esplicitamente che 
d è una distanza su H”, equivalente alla distanza di Carnot-Carathéodory. Nel seguito U (P,r) 
denoterà la sfera aperta di centro P e raggio r rispetto alla distanza d. Infine indichiamo con 
X; e Yi, i = 1,...,n, i campi invarianti a sinistra sul gruppo definiti da X; = 0,, + 2yd, e 
Yi = dy; — 2x;d;; identificheremo sistematicamente i campi vettoriali e gli operatori differenziali 
del primo ordine associati. I campi vettoriali X1,...,.Xn,Y1;-..-,Yn definiscono canonicamente 
un fibrato (fibrato orizzontale HH) su H” la cui fibra in ogni punto P è lo spazio lineare Lo(P) 
di dimensione 2n generato dai campi vettoriali nel punto P. Lo spazio Lo(P) sarà dotato di un 
prodotto scalare (+, -)p e di una norma |-|p tali che la base X1,..., Xn, Y,...,Yn sia ortonormale. 
Identificheremo dunque ogni sezione regolare p di HH con le sue coordinate relative a questa 
base; così @ sarà identificata a una funzione (P1... on) :H" + R2°. 

Così possiamo definire la H-divergenza di una sezione orizzontale £ come 


n 
diva p = Y (Xp; + Ypn4;). 
j=1 


Analogamente, se f è una funzione a valori reali definita in un aperto di H”, il suo H-gradiente 
è la sezione di HH definita da Vf = (X1f,...,Xnf, Yifi--..Ynf). Infine, indichiamo con 7 il 
campo vettoriale T = 6,. 

Per finire, per quanto non è definito esplicitamente in questa nota, come pure per l’interesse 
dello studio del gruppo di Heisenberg, rimandiamo [18]; qui ci limitiamo ad osservare che il 
nostro interesse verso il gruppo di Heisenberg è essenzialmente di origine geometrica, poichè 
H" è il più semplice esempio d’una struttura metrica sufficientemente ricca che non è euclidea 
neppure a livello locale (per questi aspetti di geometria intrinseca rimandiamo ad esempio a [14], 
[4] e [7]). Sottolineiamo qui esplicitamente che la dimensione di Hausdorff intrinseca (dimensione 
omogenea) di H" come spazio metrico è Q= 2n +2. 

Ricordiamo inoltre che in H” c'è una definizione naturale di spazio BV e dunque di perimetro, 
definizioni che vogliamo richiamare (in effetti, ci sono parecchie definizioni possibili che si può 
dimostrare essere equivalenti: si vedano, ad esempio, [5], [13] e [9]). 


Definizione 0.1. Diremo che un sottoinsieme E C H" ha H-perimetro finito in un aperto 
St. H" se 


|0Eln(0) = sup{ f divypdP < 1} < 00, 
E 
dove = (1,..., n) è una sezione regolare del fibrato orizzontale supportata in 9. 
Se OE è una varietà regolare di codimensione 1 con normale unitaria esterna n, risulta 


1/2 
(1) |0EIn = DX; n)? + (X;, n)? H?"_9E, 


j=1 
dove 7° denota la misura di Hausdorff s-dimensionale, si vedano [6] and [9]. 
Consideriamo dapprima il gruppo di Heisenberg H := H?. Il problema che ci si pone è il 


seguente: 
Quali sono le sottovarietà naturali di H? 
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Chiaramente una risposta a questa domanda richiede una buona nozione di “naturale”. Una 
prima scelta ovvia potrebbe essere quella di osservare che H identificato con R? è una varietà eu- 
clidea tridimensionale e le sue sottovarietà naturali sono quelle in senso Riemanniano. Purtroppo 
però questa definizione non è “naturale” in senso intrinseco: ad esempio, ogni semento dell’asse 
{t = 0} ha lunghezza infinita rispetto alla metrica di Carnot-Carathéodory, e questo non è 
“naturale” per una sottovariet‘a di dimensione 1, e, analogamente, un aperto limitato di H ha 
misura di Hausdorff 3-dimensionale intrinseca infinita. 
Il problema può allora essere riformulato nel modo seguente: 
È possibile dare una nozione di varietà k-dimensionale in H 
in modo che le varietà abbiano dimensione di Hausdorff intrinseca “naturale”? 


Vedremo subito che è possibile dare una risposta a questa problema, ma che la risposta genere 
un nuovo problema. 

Una prima possibile risposta è la seguente: se la nostra nozione di “naturale” deve essere 
connessa alla metrica intrinseca di Carnot-Carathéodory, allora è “naturale” guardare a H come 
spazio metrico e invocare la nozione di varietà in uno spazio metrico introdotta da Federer di 
sottoinsieme m-rettificabile in uno spazio metrico ([8], 3.2.14): se (X, d) è uno spazio metrico, 
E C X si dice m-rettificabile se esiste una funzione Lipschitz (rispetto a d) da un aperto limitato 
di R”° su E. Questa potrebbe essere assunta come definizione di varietà Lipschitz in H” (in un 
gruppo di Carnot generale). Questa scelta puoò essere sostenuta dal risultato seguente: 


Proposizione 0.2. Una curva continua 9 : (0,1) — H" ha misura di Hausdorff 1-dimensionale 
intrinseca (= lunghezza) finita se e solo se y è Lipschitz. In particolare, questo implica che 9 è 
orizzontale. 


Quindi questa definizione è coerente: definita in questo modo una varietà Lipschitz di dimen- 
sione 1, questa ha dimensione di Hausdorff intrinseca 1. Sfortunatamente però la definizione non 
è più applicabile quando la dimensione sale. Il seguente risultato è stato provato da Ambrosio 
& Kirchheim ([1]). 


Proposizione 0.3. Il gruppo di Heisenberg H è k-puramente non rettificabile per k > 2, cioè per 
ogni funzione Lipschitz f : A -— H dove AC R*, k > 2, la misura di Hausdorff k-dimensionale 
intrinseca di f(A) è zero. 


Una alternativa alla definizione di Federer in dimensione alta (più precisamente in codimen- 
sione 1 in HI”, ma lo stesso argomento si applica in codimensione 1 in ogni gruppo di Carnot) è 
quella proposta in [10], [11]. 

Richiamiamo preliminarmente il risultato seguente ([16]) per una funzione reale f definita in 
un aperto 2 C H”: 


Teorema 0.4. Diciamo che f € C}(0) se f, Xif, Yif sono continue in A peri =1,...,n. Se 
allora f € Ch(9) si ha 


f(Q) = f(P) + YO X;f(PUP71-Q); +) Yif(PU(P!-Q)jtn + o(d(P,0)) 


j=1 j=1 
per Q — P, uniformemente sulle parti compatte di A (per una discussione approfondita sulla 
differenziabilità in H", rimandiamo a [16]). 
Possiamo ora dare la definizione seguente. 

Definizione 0.5. Se S C H", diciamo che S è una ipersuperficie Ch se per ogni P € S esistono 
r > 0 e una funzione f € Ch(U(P,r)) tali che 

i) SNU(P,r) = {Q e U(P.r); f(Q) = 0}; 

ii) (X1f(P),...,Xnf(P),Yf(P),....Ynf(P)) #0. 
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La condizione ii) ci garantisce che il ‘piano tangente’ TyS(P) a S nel punto P definito da 
TyS(P)= {Q; je1 Xjf(P)Q+xYC7a1 Y;f(P)Q;+n = 0} è un laterale di un sottogruppo proprio 
di H”. Inoltre, questa definizione è giustificata dalla validità d’un ‘teorema di Dini’ intrinseco. 
Per semplificare le notazioni, limitiamoci a formularlo nel caso n = 1. 


Teorema 0.6. Se 0 € S = {f(P) = 0} è una ipersuperficie Cà e X1f(0) > 0, allora esiste 
w:Is:=[-6,6] x [-67, 6]- HH, continua, e un intorno U di 0 in H! tali che 
i) SVU={r=4(n,7),y=nt=20(n7)m+7,(m,t) € L}; 
ii) 
(X1f)? + (Vf 


19{f > 0} (4) = J VEST (y, n: 20m +7) dad; 


ii) y>o) = (X1f VS)/VIXISP+(Hf)? sur SNU; 
Come conseguenza del Teorema 0.6 si può provare il seguente risultato ([11]). 


Corollario 0.7. Se S è una ipersuperficie C1, la dimensione di Hausdorff intrinseca di S 
rispetto alla distanza di Carnot-Carathéodory è Q_—-1. Inoltre, se Sj denota la misura di 
Hausdorff intrinseca di dimensione s > 0 rispetto alla distanza di Carnot-Carathéodory, risulta 


(2) |0Ela = SEL S. 


Questo ci dice che la definizione è ragionevole: un aperto di H ha dimensione di Hausdorff 
intrinseca Q, una ipersuperficie Cà di codimensione 1 ha dimensione di Hausdorff intrinseca 
Q-1 

Alcuni commenti: che relazione c'e’ tra la nozione di varietà C1 Euclidea e quella di ipersu- 
perficie Ch di codimensione 1 in H? Chiaramente, una varietà C1 Euclidea S che non ha punti 
caratteristici è una ipersuperficie Cjj di codimensione 1 in HI, se definiamo come insieme C(5) 
dei punti caratteristici di S l'insieme dei punti P in cui il piano tangente Euclideo coincide con 
la fibra orizzontale in P. Il viceversa è falso: esistono ipersuperficie Cà di codimensione 1 in H 
che hanno dimensione euclidea 3 (Kirchheim & Serra Cassano [15]). D'altra parte, un risultato ‘ 
di Z. Balogh ([3]) prova che, se S è una varietà C! Euclidea, la misura di Hausdorff intrinseca 
Q — 1-dimensionale di C(5) è zero, e quindi S ha dimensione di Hausdorff intrinseca Q-1 (ma 
ha dimensione topologica 2n = Q — 2, per il Teorema 0.6). 


Da questi risultati si potrebbe formulare il seguente quadro. 


i) Le varietà intrinsiche di dimensione bassa sono immagine Lipschitz di aperti Euclidei, 
mentre quelle di dimensione alta sono luoghi di zeri di funzioni regolari în senso intrin- 
seco; 

ii) Le varietà intrinsiche di dimensione bassa hanno dimensione di Hausdorff intrinseca 
uguale alla dimensione topologica, mentre per quelle di dimensione alta la dimensione di 
Hausdorff intrinseca eccede di uno la dimensione topologica. 

Si pongono allora in modo naturale i problemi seguenti. 


iii) Dare una una spiegazione non puramente descrittiva del fenomeno descritto nel punto i) 
sopra. In particolare, si può dare un significato preciso alle parole “bassa” e “alta”? Si 
può spiegare il salto che a un certo punto si verifica tra la dimensione metrica e quella 
topologica? 

iv) Si può dare una definizione di varietà intrinseca di dimensione intermedia tra 1 eQ-1? 
Esiste un modo per esprimere la misura di Hausdorff intrinseca della giusta dimensione 
su queste varietàcome nel Corollario 0.7? 


Una risposta alle domande iii) e iv) può venire dalle considerazioni seguenti, legate al com- 


plesso di Rumin. È stato Martin Reimann che ha attirato la nostra attenzione verso questo 
risultato, rispondendo a una domanda che gli avevo posto a seguito di un risultato ottenuto in 
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collaborazione con Maria Carla Tesi e Nicoletta Tchou ([12]) in cui si prova l’esitenza in H! 
di un operatore differenziale del secondo ordine curlg che muta sezioni orizzontali in sezioni 
orizzontali e che funge da rotore del gruppo di Heisenberg, è tale cioè che se, ad esempio in un 
aperto semplicemente connesso, curlg F = 0, allora esiste una funzione a valori reali f tale che 
F=Vuyf. 

Per definire il complesso di Rumin occorrono alcune definizioni preliminari. Illustreremo il 
risultato in H", anche la teoria è sviluppata in una varietà di contatto. Sia M un aperto di 
H” = R?"+!, e sia 9 la 1-forma di contatto canonica su H", sia cioè 

d= dt+2) (x;dy; — yjdr;). 
j 
Risulta 9(X;) = 9(Y;) = 0 e 9(7) = 1, cioè 9 si annulla esattamente sul fibrato orizzontale. 
e 9 Add # 0. Inoltre {dx1,..., dcn,dy1,-..-,dYn,9} è una base di (R")*, duale della base 
{Kipossa o Vip sssiloT). A sita per maplenà di scrittura FE & = dx; per j = 
1,...,n, &=dy;-n perj=n+1,...,2n, e Eon41=9. 

odierna con Qy l'insieme delle È forme differenziali su M, con I, l’ideale generato da 9, 

cioè 

Il={a €: a=9IAB+d9 7}, 
e con Jy l’annullatore di /,, cioè 

J={a €U :VAa=dIAa= 0}. 


Indichiamo con dg l’operatore da 2 * a Te! indotto dall’operatore di differenziazione, e sempre 
con dQ l'operatore da Jx a Jx+1. Allora vale il risultato seguente ([17]) 


Teorema 0.8. Esiste un operatore differenziale del secondo ordine 


An 
Di--Jh 

h +1 

tale che il complesso 
camion de 4, Le, da... 2 Ja 
(3) i = 
d d d 
+2, Jn4g © Dè Jona 0 


è una risoluzione delle costanti. Inoltre la coomologia di questo complesso coincide con quella 
del complesso di De Rham. 


L’idea è che questo complesso sia il complesso “naturale” per il gruppo di Heisenberg (in- 
cidentalmente, l'operatore D qui sopra nel caso n = 1 è - modulo identificazioni standard - 
l’operatore curly di [12]). 

Poichè al complesso di De Rahm si associano naturalmente le correnti euclidee, il teorema 
precedente suggerisce una definizione di corrente intrinseca in H" come segue. 


Definizione 0.9. Sia Y/ c H" un aperto. Una varpento k-dimensionale in H", 1<k<2n+1 
è un funzionale lineare continuo su DAH(U) : = sel <k<n,esu DI HU )= Id 
n< k<2n+1 (la continuità va intesa rispetto alla convergenza dei coefficienti delle forme 
nella topologia di D). Se T è una corrente k-dimensionale di H" in un aperto 7, scriveremo 


Te Diu). 


Poichè nel caso euclideo l’esempio tipico di corrente è quello di corrente associata a una &- 
varietà, ecco che la struttura del complesso di Rumin può dare una spiegazione dei fenomeni 
descritti sopra in H": poichè le correnti di dimensione & < n sono funzionali su spazi quoziente, 
esse sono un sottoinsieme proprio delle correnti euclidee, dovendosi annullare su /x, e questo, letto 
in termini di varietà, significa che varietà k-dimensionali intrinseche saranno un sottoinsieme 
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delle varietà k-dimensionali euclidee, dovendo verificare una condizione di orizzontalità rispetto 
a HH. Invece tutte le correnti euclidee per £ > n +1 sono correnti di H" ma vi possono essere 
oggetti che non sono euclidei, così le varietà k-dimensionali intrinseche per k > n+ 1 saranno 
oggetti più generali delle corrispondenti varietà euclidee. 

Consideriamo alcuni esempi. Sia 7 : [0, 1] — H” una curva assolutamente continua orientata, 
e sia t un orientamento di y (un l-vettore tangente unitario continuo). Ci chiediamo quando 
questa generi una corrente su pp tramite la formula canonica i 


Wi fe. 


Poichè Ir = {89 : 8 € D}, dovrà essere (9,t) = 0, cioè y dovrà essere una curva orizzontale. 
Questo si estende a k-varietà euclidee per & < n, che genereranno una corrente intrinseca se 
sono orizzontali, se cioè hanno un campo di k-vettori tangenti orizzontali. 

Osserviamo che l’esistenza di k-varietà orizzontali non contraddice il teorema di Frobenius 
perchè esistono sottofibrati involutivi di HH di dimensione minore o uguale a n che ammettono 
quindi varietà integrali di dimensione uguale: basta prendere Ain Apdiorina ia Onet 
m= k, {iL rase) Von} =0. 

Si può dimostrare inoltre che le correnti intrinseche di H” definite in questo modo coincidono 
con le correnti su H" inteso come spazio metrico nel senso di Ambrosio & Kirchheim ([2]) se 
kn 

Le definizioni seguenti sono ora ovvie. 


Definizione 0.10. Se T € Di y(U), scriveremo 


Mu(T)= sup T(w). 
wEDK.H(U),|w<1 


Definizione 0.11. Se T € Di y(U), podiamo 
OT(w) := T(dqw) sek#n 


OT(w) = T(Dw)sek=n. 
Definizione 0.12. Se T € Di y(U), diremo che T è intera se 
Mu(T)+ My(9T) < 00. 


Proposizione 0.13. Sia U un aperto di HH" e sia E CH” un insieme misurabile. Consideriamo 
la corrente Tg suU definita da 
hi wd£L?"+1, 
E 


dove £L?"+! è la misura di Lebesgue in R2°"41 = N" (ricordiamo che Jon+1(U) = ansi = 
D(U)f, A--- A €2n+1). Supponiamo per semplicità L?+1(E) < 00. 
Allora Tg è intera se e solo se E ha H-perimetro finito in U nel senso di [10] e inoltre 
Mu(9T) = |0E|y(U). 


Proof. Se w € DH = 1, poichè w € A, risulta 


2n+1 


w= ) wi, 


j=1 
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dove £; è il prodotto esterno di tutti gli &, con & # j, ordinati in ordine crescente di indice. 
La condizione w Add = 0 è automaticamente soddisfatta, mentre la condizione wA9 = 0 implica 


che won+1 = 0, così che 
2n+1 


(0Tg,w) = (Tg, Y_ dw; AÉ;). 
j=1 
Osserviamo ora che, se f € D', 


df =) X;fdx;+) Y;fdy;+Tf9, 
k k 


e quindi 
2n+1 i 
(OT, w) = (Te, YO (-1)971(Xjw;)f1 A+ A E2n41) = f divp(0)d0"1, 
j=l 


dove © = (WI, —w2,...,W2n). 
Osservazione 0.14. Osserviamo che la sezione orizzontale © non è un oggetto artificiale, ma può 
scriversi nella forma 
= (lv), 
dove * denota la dualità di Hodge, e h indica la dualità tra k-forme e campi di k-vettori. 


Osservazione 0.15. Sia S una 2n-varietà euclidea di classe C!. In particolare S genera una 
corrente Ts € Dan yi con la formula 


WI fe t)dH?", 
S 


dove t è un campo di 2n-vettori tangenti. Vogliamo mostrare che la massa di Ts in senso 
intrinseco coincide con il perimetro dato dalla formula (1). Per prima cosa dobbiamo ricordare 
che non tutte le 2n-forme w sono ammissibili, ma solo quelle per cui w A 9 =0, cioè solo quelle 


della forma ù 
w=) wi; 
= 


inoltre, se vogliamo far comparire quantità euclidee, dobbiamo trasformare questa espressione 
in termini euclidei. Se ad esempio 1 < j < n, risulta 
€ = di N +++ A dej-1 A de;41 A +-+ A dn A dyi A ++ - A dyn A dt 
+ (-1)?9-i+12y; dx A +-+ A Aden A dyi A ++ A dYn. 


Poichè *t = n, la massa di Ty può essere scritta nella forma duale 


2n 
sup f Yo w;(-191(X;,m)dh?", 
lwl<19S j21 
riottenendo (1). 
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